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矩阵的初等变换是高等代数与线性代数最重要的技巧之一，能解决高等代

数与线性代数的大部分的计算问题。矩阵的初等变换蕴含许多哲学辩证思想，

例如“形变质不变”、“量变引质变”等哲学思想。

分块矩阵的初等变换是高等代数与线性代数教学中的一个重点与难点，

近年来在考研题中具有广泛的应用，是解决一些难题的重要工具，但在一些

教材中并没有系统地介绍。

分块矩阵的初等变换一方面可以“化繁为简”——“打洞”，另一方面可以

“化简为繁”——“补洞”。探索分块矩阵的初等变换中的“变”与“不变”，具有重

要的意义。



1. 分块矩阵的初等变换

定义 分块矩阵的以下三个变换称为分块初等变换：

（1）互换分块矩阵的两行（列）；

（2）某一行（列）左乘（右乘）可逆矩阵；

（3）某一行（列）左乘（右乘）矩阵加到另一行（列）。

注意：左行右列原则！



命题 分块初等矩阵是可逆矩阵。

例如，
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定义 对分块单位矩阵做一次分块初等变换得到的矩阵称

为分块初等矩阵。



定理 对分块矩阵做一次分块初等行（列）变换，相当于左乘（右乘）相

应的分块初等矩阵。

如：（1）

（2） 111 12 11 12

21 22 21 22

,
c C

A A A C A

A A A C A

   
   

   

11 12 11 12

21 22 21 22

0
.

0

A A A C AC

A A A C AE

    
    

    

2 111 12 11 12

21 22 21 11 22 12

r Cr
A A A A

A A A CA A CA

   
   

    

11 12 11 12

21 22 21 11 22 12

0 A A A AE

A A A CA A CAC E

    
    

     



2.分块初等变换与矩阵的秩

定理 分块矩阵的初等变换不改变矩阵的秩。

提示：（A）正确
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例 1（18 高数一）设 ,A B 为n阶矩阵，则（ ）.

（A） ( , ) ( )r A AB r A ； （B） ( , ) ( )r A BA r A ；

（C） ( , ) max{ ( ), ( )}r A B r A r B ； （D） ( , ) ( , ).
T T

r A B r A B



提示：（C）不成立

例 2（21 高数一）设 BA, 均为n阶实矩阵，则下列不成立的是（ ）。
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例 3（23 高数一）设n阶方阵 CBA ,, 满足 0ABC ，记
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则（ ）.

(A) 321 rrr  ; (B) 231 rrr  ; (C) 123 rrr  ; (D) 312 rrr  .
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提示：（B）正确.



命题 设 A是m k 矩阵，B 是 l n 矩阵，则
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证明 设 ( ) , ( )r A r r B s  ，则 A有一个 r 阶子式 1 2

1

1 2

0
r

r

i i i
A D

j j j

 
  

 
， 

B 有一个 s 阶子式 1 2

2

1 2

0,
s

s

p p p
B D

q q q

 
  

 
则

0A

C B

 
 
 

有一个 r s 阶子式

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

0
0.

r s

r s

i i i m p m p m pA
D D

j j j k q k q k qC B

    
   

    
 

故
0

( ) ( ).
A

r r s r A r B
C B

 
    

 
 



=
0

(2) ( ) ( ).
0

A
r r A r B

B

 
 

 

注 （1）设
1 0 1 0 0 0

, , ,
0 0 0 0 0 1

A B C
     

       
     

则

1 0 0 0

0 0 0 0 0
3 2 ( ) ( ).

0 0 1 0

0 1 0 0

A
r r r A r B

C B

 
 

           
 
 



提示

( ) ( ) ( ) ( ).r AB r BC r ABC r B  
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例 4 设 A是m n 矩阵，B 是n s 矩阵，C 是 s t 矩阵，证明：
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例 5 设 A是m n 矩阵，B 是n s 矩阵，C 是 s t 矩阵，证明：

提示：例 4 中取 n
B E 。



提示

由例4知，

注意到

故

( ) ( ).r ABC r BC

( ) ( ) ( ) ( ).r AB r BC r ABC r B  

( ) ( ),r AB r B

( ) ( ).r BC r ABC

例 6 设 A为m n 矩阵，B 为n s 矩阵，若 ( ) ( )r AB r B ，证明：对任意 s t 矩

阵C ，有 ( ) ( )r ABC r BC .
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2
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例 7 设 A是n阶方阵，证明： 2
A A 当且仅当 ( ) ( )r A r A E n   .



例 8 设 A 是 n 阶方阵， 1))(),(( xgxf . 证明： ( ) ( ) 0f A g A 当且仅当

( ( )) ( ( ))r f A r g A n  .

提示：存在 ( ), ( )u x v x 使得 ( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x g x  .
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例 9 设 A 是 n 阶方阵，证明： ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))r f A r g A r d A r m A   ，其中

( ) , ( )d x m x分别是 ( ), ( )f x g x 的最大公因式和最小公倍式.

提示：存在 ( ), ( )u x v x 使得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x f x v x g x d x  .
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3. 分块初等变换与行列式

命题 第三类分块初等变换不改变行列式的值。
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提示 （1）

（2）

例 1 设 A是m 阶可逆矩阵， D是n阶矩阵，证明： 
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例 2 设 A是m n 矩阵，B 是n m 矩阵，证明： | | | | .
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降阶公式



提示

例 3 设 A是m n 矩阵，B 是n m 矩阵，其中m n ，证明： 
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例 4 计算n阶行列式

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1

1

1

n

n

n n n n

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

  

  

  

. 

提示

 

1 1 1 2 1 1

2 1 2 2 2 2

1 2

1 2

1

1
.

1

n

n

n n

n n n n n

a b a b a b a

a b a b a b a
E b b b

a b a b a b a

    
 

     
 
 

    



 1 1
( ) ( ) ( 2)T T

n n
f f
  

       

提示

例 5 设n维列向量 ,  满足 2
T   ，求 T 的全部特征值.
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例 6 设 ,A B为n阶方阵，证明： .
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4. 分块初等变换与逆矩阵

例 1、设 A是m 阶可逆矩阵，B 是n阶可逆矩阵，则 
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提示: (1)

例 2 设 , ,A B C 是n阶方阵，
A A

M
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（1）证明：M 可逆当且仅当 AB可逆；

（2）当M 可逆，求 1
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例 3 设 A是m n 矩阵，B 是n m 矩阵，且
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5. 分块初等变换与合同

命题 以下三种变换是分块矩阵的合同变换： 

（1）对分块矩阵 ,i j列互换， ,i j行互换； 

（2）将分块矩阵第 i 列右乘可逆矩阵C ，第 i 行左乘可逆矩阵 T
C ； 

（3）将分块矩阵的第 j 列右乘矩阵C 加到第 i 列，第 j 行左乘矩阵 T
C 加到第 i 行。 

1 2 11 12 21 22 12 22
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命题 分块实对称矩阵的合同变换不改变正惯性指数和负惯性指数. 

例 1、设 11
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例 3 设 A是n阶实可逆矩阵，求
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例 4 设
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6. 分块初等变换与相似
命题 以下三种变换是分块矩阵的相似变换：

（1）对分块矩阵 ,i j列互换， ,i j行互换；

（2）将分块矩阵第 i 列右乘可逆矩阵C ，第 i 行左乘可逆矩阵 1
C

 ；

（3）将分块矩阵的第 j 列右乘矩阵C 加到第 i 列，第 i 行左乘矩阵 C 加到第 j 行。
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命题 分块矩阵的相似变换不改变特征多项式. 

例 1 设 A是n阶方阵， 
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例 2 设 A是n阶方阵， 
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结论：探索分块矩阵的初等变换的“变”与“不

变”，可以解决《高等代数》与《线性代数》中的许多

问题、难题。
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